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Determination of the Mean Electron Distance & of Macro-
molecules in Solution by Means of X-Ray Small Angle Scaitering
From a low-angle X-ray scattering diagram of a dilute

monodisperse solution the mean distance a between two electrons
within the molecules investigated is predictable.

The calculation is possible either with the help of integral
transformations of the scattering curve or from the initial slope
of the slight-smeared scattering curve.

For spheres and hollow spheres, for prolate and oblate
spheroids of revolution and for agglomerates of spheres, the

calculation of the mean electron distance @ has been carried out.

1. Binleitung

Aus der Réntgen-Kleinwinkelstreuung (RKWS) verdiinnter mono-
disperser Lésungen von Makromolekiillen kann man die GréBe und
Gestalt der Molekiile oder der Molekiilaggregate sowie ihre Uberschuf-
elektronenzahl gegeniiber dem Losungsmittel bestimmen. Derartige
Untersuchungen wurden an einer grofen Zahl von biogenen Makro-
molekiilen und Viren durchgefithrt. Einen zusammenfassenden Bericht
hat Kratky!® gegeben. Bei der Bestimmung von Gestalt und Gré8e konnen
methodisch zwei Wege beschritten werden.

1 0. Kratky, Progr. Biophys. biophys. Chem. 13, 105 (1963).
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Beim ersten Weg wird die gemessene, von apparativen Einflitssen
befreite (entschmierte)? und auf die Konzentration Null extrapolierte®
Streukurve mit den von Modellobjekten berechneten Streukurven ver-
glichen. Durch eine Variation der geometrischen Parameter der Modell-
objekte gelingt es unter Umstinden, eine berechnete Streukurve mit der
gemessenen innerhalb der MeBgenauigkeit in Ubereinstimmung zu
bringen. Das nach diesem ,trial-and-error‘-Verfahren gefundene streu-
dquivalente System liefert dann ein Strukturmodell fiir die untersuchten
Makromolekiile. Uber Einzelheiten dieser Methode hat Mittelbach®
zusammenfassend berichtet.

Beim zweiten Weg werden aus der gemessenen Streukurve charak-
teristische Konstanten der untersuchten Molekiile ermittelt, die modell-
unabhingige Eigenschaften der Molekiile sind. Die am hiufigsten an-
gegebenen charakteristischen Konstanten von Molekiilen sind ihr Volu-
men v und ihr Streumassenradius R;. Durch den Vergleich der gemessenen
mit den berechneten Konstanten moéglicher Modellobjekte kann der
unter Umstdnden langwierige Vergleich mit berechneten Streukurven
abgekiirzt werden, da die Kenntnis dieser Kennzahlen die Mannigfaltig-
keit der in Erwigung zu ziehenden Modellobjekte einschrankt.

Bei praktischen Formbestimmungen werden meist beide Wege mit-
einander kombiniert oder zur wechselseitigen Kontrolle benutzt. Die
Formbestimmung beim zweiten Weg kann dabei analytisch von der
Groflenbestimmung durch die Bildung von dimensionslosen Quotienten
der verschiedenen Kennzahlen getrennt werden.

2. Die Momente der Sehnenverteilungsdichte

Durch die Kenntnis einer vergréBerten Anzahl unabhiingiger charak-
teristischer Konstanten wird die Anzahl der méglicherweise streudquiva-
lenten Modellobjekte vermindert. Die numerische Berechnung solcher
Konstanten ist mathematisch weit weniger aufwendig als die numerische
Berechnung einer vollstindigen Streukurve. Eine logisch angeordnete
Reihenfolge der charakteristischen Konstanten erhdlt man, wenn man
ihren Zusammenhang mit der Sehnenverteilungsdichte der untersuchten
Molekiile betrachtet?.

Die RKWS einer verdiinnten monodispersen Lésung von N im
streucnden Volumen befindlichen Partikeln (Molekiilen) ist durch die
Gleichung

* 0. Kratky, G. Porod und Z. Skala, Acta Physica Austriaca 13, 76 (1960),

3 P. Mittelbach, Acta Physica Austriaca 19, 53 (1964).

* G. Damaschun und H.-V. Pirschel, Acta biol. med. germ. 21, 410
(1968).
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gegeben. i, ist die am Empfinger nachgewiesene gestreute Strahlungs-
leistung eines Elektrons, A p die Elektronendichtedifferenz zwischen den
Partikeln und dem Losungsmittel, v das Partikelvolumen, Cp die Kor-
relationsfunktion einer Partikel, r eine Ortskoordinate, b = 4 n A~1sin @
die Variable im Streudiagramm, I, die Strahlungsleistung des Primér-
strahls und § die von Porod® eingefiihrte Streukraft der Probe.

Die Sehnenverteilungsdichte 4 (I) erhdlt man aus der Korrelations-
funktion mittels der Beziehung?®

_ (@eemjar

Al= (d0(0)/dr)r=l )
_faomy
——l( drzﬁ)':':Z (3)

Das n-te Moment der Sehnenverteilungsdichte ist durch die Gleichung

Ay :fdll%A(l) (4)
0

definiert. Berechnet man die ersten sechs Momente der Sehnenverteilungs-
dichte, so erhilt man die Beziehungen:

Ay =1, 4, =1, (5)  (6)
dy=11, Ay =3z t1f,, (M (8
A, =371, A, =51 1lv.d, 9) (10)

Ag=157"1 1 v, RS .

I ist die mittlere DurchschuBlénge, I, die Charakteristiklinge, ve das

Charakteristikvolumen, f, die Charakteristikfliche und R; der Streu-

massenradius der betrachteten Partikel. Verfahren zur Bestimmung

dieser GréBen aus der Streukurve sind von Porod® angegeben worden.

Die Konstante ¢ wurde bisher nicht bei der Formbestimmung benutzt.
5 @. Porod, Kolloid-Z. 124, 83 (1951).

6 J. Mering und D. T'choubar-Vallat, C. R. Acad. Sei. Paris 261, 3096
(1965).
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3. Der mittlere Elektronenabstand @

Aus (leichung (10) folgt auf Grund einer allgemeinen Relation
zwischen den Momenten der Sehnenverteilungsdichte und denen der
Korrelationsfunktion? die Beziehung

=4rv}t [drﬁ(}’(r), (12)

o

=1

Die normierte Streukurve @ (h) steht mit der Korrelationsfunktion
C (r) nach Gleichung (1) in der Beziehung

D (h) = 4nv;1fdr o SR (13)

L ist der groBte Durchmesser der untersuchten Partikeln.

Jetzt wird an Stelle der Korrelationsfunktion ¢ (r) die von Porod?
eingefithrte Funktion ¢ {(¢) betrachtet. ¢ (a)-da ist die Wahrschein-
lichkeit, im Molekill zwei beliebige FElektronen im Abstandsintervall
(@, @ + da) anzutreffen. Die Abstandsverteilungsdichte ¢ (¢) steht mit
der normierten Streufunktion ® (A) in der Beziehung?

L
» .
@ (k) =J dad (a) SH;;—“. (14)
0
Aus einem Vergleich der Beziehungen (13) und (14) folgt
bla) =4nr2v 2 C(n)] =, (15)
und aus (15) und (12)
L
d:f daad(a). (16)
0

@ ist also das erste Moment der Abstandsverteilungsdichte U (a) der
Elektronen, d. h., der maittlere Abstand zwischen zwes Elektronen im unter-
suchten Molekiil oder Molekiilaggregat.

4. Bestimmung des mittleren Elektronenabstandes @

Aus der entschmierten Streukurve kann der mittlere Elektronen-
abstand mittels der Gleichungen (13) und (12) berechnet werden. Das

? G. Porod, Z. Naturforsch. 4a, 401 (1949).
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gleiche kann mittels der Gleichungen (14) und (16) geschehen; in beiden
Féllen miissen die Integraltransformationen, die durch die Inverstrans-
formationen zu den Gleichungen (13) und (14) erhalten werden, numerisch
berechnet werden. Deshalb soll noch ein Néherungsverfahren beschrieben
werden.

Die verschmierte Streukurve (; (h), die mit einem ,,unendlich langen*
Primérstrahl registriert wurde, steht mit der Korrelationsfunktion C (r)
in der Beziehung

9]

o (h) :fdr4n2¢0(r)J0(h7‘), (17)

0

Jo ist die Bessel-Funktion nullter Ordnung. Durch eine Reihenentwick-
lung der Funktion Jo (A r) erhdlt man

ve]

~ X, 2 }2k
B (k) = X (—1F —2@:{7’270—')72 fdrrzk“ O(r) (18)
0
— 27 f, (1— R @;f‘j * ).

Diese Reihe stimmt in den ersten zwei Gliedern mit der Reihenentwick-
lung der Funktion

on (k) =27 fe exp (— h? _f:) (19)

itherein.

Die Bestimmung von v;af,! und damit die von @ erfolgt daher
analog der Streumassenradiusbestimmung aus der entschmierten Streu-
kurve durch eine Guiniersche Auftragung der spaltverschmierten Streu-

kurve in einem (log 5, h?)-Diagramm und durch die Bestimmung der
Neigung des Innenteils der sich hierbei ergebenden Geraden.

5. Theoretische Berechnung des mittleren Elektronen-
abstandes @ fiir verschiedene Modellobjekte

Fiir homogene Kugeln vom Radius R kann der mittlere Elektronen-
abstand & nach Gleichung (12) aus der von Guinier® angegebenen Kor-
relationsfunktion

8 A. GQuinter und G. Fournet, Small-Angle Scattering of X-Rays, John
Wiley a. Sons, Chapman a. Hall, New York-London 1955.
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3
L —l(i) fiir » < 2R
0 fir r>2R
berechnet werden. Man findet
36
1] R. 21
@=ge (21)

Da jedes Rotationsellipsoid (Halbachsen: b, b, @ = bv), dessen Achse
mit dem reziproken Gittervektor i den Winkel & einschliefit, nach
Guinier® gleichwertig einer Kugel vom effektiven Radins

R = b (v2 cos? § + sin? §)1/2 (22)

streut, kann man das Ergebnis (21) auch fiir Rotationsellipsoide erweitern,
indem man iiber alle gleichwahrscheinlichen Orientierungen der Ellipsoide
mittelt,

2

f (v2 cos? & 4 sin2 3)1/2 sin & . (24)
0

xR
i

Gk

Durch Ausfithrung der Integration erhilt man fiir prolate Rotations-
ellipsoide mit der Rotationshalbachse @ = v b das Ergebnis

i

. 36 ( Arshlvt—1
G=—bilv-
70 Vor—1

Fiir oblate Rotationsellipsoide erhilt man

) tir v > 1. (25)

d =

36 arc sin |1 — ¢?
. b y e
70 -

U1 -
Im Grenzfall sehr gestreckter Rotationsellipsoide (v > 1) gilt die Nihe-
rungsformel

) fir v<< 1. (26)

H

P 36 1 +ln 2v i8 o
70 WS . 35 Y (27

Fiir stark abgeplattete Rotationsellipsoide (v < 1) gilt ndherungsweise

a

I

9 9
2 3 s 2 ;
55 (W) S gt (28)

® A. Guinier, Ann. Phys. 12, 161 (1939).
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Fir Hohlkugeln mit dem Aufienradius B und dem Innenradius % R
kann man den mittleren Elektronenabstand aus der geometrisch bestimm-
baren Korrelationsfunktion nach Gleichung (12) berechnen. Man erhilt
das Ergebnis

. 36 (12— 105k —42k° 1 75k°
¢ _E‘ER( 72 (1 — 1) (29)
Fiir den Grenzfall einer diinnen Kugelschale (k — 1) erhédlt man
4
i—=—R.
@ = (30)

Zum SchluB teilen wir — lediglich als Ergebnisl® — einen Ausdruock

fiir den mittleren Elektronenabstand a, eines aus » Kugeln mit beliebigem
Radius R; zusammengesetzten Agglomerats mit:

N . s R? L R? '
a;= X 5 ai+ ZZ%J (%H—L)- (31)

5 Aij

a; ist der mittlere Elektronenabstand der i-ten Kugel, B; bzw. R; ist der
Radius der i-ten bzw. j-ten Kugel, z; bzw. z; ist die Zahl der Uberschus-
elektronen der i-ten bzw. j-ten Kugel gegeniiber dem Losungsmittel,
2, = 3 2; ist die Gesamtzahl der UberschuBelektronen des Agglomerats
gegeniiber dem Ldsungsmittel und a;; ist der Abstand zwischen den
Ladungsschwerpunkten der i-ten und der j-ten Kugel. Derartige Kugel-

agglomerate konnen als Modelle fiir die Struktur von Proteinen mit
einer Quartirstruktur herangezogen werden?!. 2,

Der eine von uns (G. D.) mochte Herrn Prof. Dr. 0. Kratky und
Herrn Prof. Dr. G. Porod fiir anregende Diskussionen iiber die Auswertung
von RKW-Diagrammen wihrend eines Studienaufenthaltes am Institut
fiir physikalische Chemie der Universitdt Graz danken.

Zusammenfassung

Aus Rontgen-Kleinwinkeldiagrammen von gelosten Makromolekiilen
kénnen Kennzahlen fiir die GroBe und Gestalt der Molekiile berechnet
werden. Diese Kennzahlen koénnen durch die Momente der Sehnen-
verteilungsdichte der Molekiile dargestellt werden.

10 . Damaschun und H.-V. Piirschel, in Vorbereitung.

11 . Damaschun, J. J. Miller und H.-V. Piirschel, Acta biol. med. germ.
20, 379 (1968).

12 . Damaschun und H.-V. Piirschel, Acta biol. med. germ. 21, 865
(1968).
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Ordnet man diese charakteristischen Kennzablen der Molekille in
einer Reihenfolge nach der Ordnung der Momente der Sehnenverteilungs-
dichte an, durch welche sie bestimmt sind, erhélt man folgende An-
ordnung der charakteristischen Kennzahlen:

1. mittlere DurchschuBlénge !

2. charakteristische Linge I,

3. charakteristische Fldche f,

4. Volumen v,

5. mittlerer Elektronenabstand

6. Streumassenradius R;.

Der mittlere Elektronenabstand @ ist der Mittelwert aller Abstédnde
zwischen zwei beliebigen Elektronen des Molekiils. Der mittlere Elek-
tronenabstand ¢ kann sowohl aus der Abstandsverteilungsdichte der
Elektronen als auch aus der Korrelationsfunktion des Molekiils berechnet
werden.

Aus spaltverschmierten Streukurven kann @ mittels einer Guinier-
Auftragung bestimmt werden; es wird gezeigt, dal der Anstieg der
Guinier-Geraden einer spaltverschmierten Streukurve durch die Gréfe
d ve f71 bestimmt ist.

Fiir Kugeln und Hohlkugeln, fiir prolate und fiir oblate Rotations-
ellipsoide und fiir Agglomerate aus Kugeln mit beliebigem Durchmesser
werden Formeln angegeben, mit deren Hilfe der mittlere Elektronen-
abstand @ aus geometrischen Parametern berechnet werden kann.



