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Determination o] the Mean Electron Distance 5 o] Macro- 
molecules in Solution by Means oj X - R a y  Small Angle Scattering 

From a low-angle X-ray scattering diagram of a dilute 
monodisperse solution the mean distance a between two electrons 
within the molecules investigated is predictable. 

The calculation is possible either with the help of integral 
transformations of the scattering curve or from the initial slope 
of the slight-smeared scattering curve. 

For spheres and hollow spheres, for prelate and oblate 
spheroids of revolution and for agglomerates of spheres, the 
calculation of the mean electron distance a has been carried out. 

1. E i n l e i t u n g  

Aus der R6ntgen-Kleinwinkels t reuung ( R K W S )  verdiinnter  mono- 
disperser L6sungen yon  Ma.kromolekiilen kann  man  die Gr6ge und  
Gestalt  der Molekiile oder der Molekiila.ggregate sowie ihre IgberschulL 
elektronenza.hl gegeniiber dem LSsungsmittel  bestimmen. Derart ige 
Untersuehungen wurden an einer grol~en Za.hl yon  biogenen Ma.kro- 
molekiilen und  Viren durchgefiihrt.  Einen zusammenfa.ssenden Bericht 
ha t  Kra tky  1 gegeben. Bei der Bes t immung yon  Gestalt und  Gr6$e k6nnen 
methodisch zwei Wege beschri t ten werden. 

1 0 .  Kratky, Progr. Biophys. biophys. Chem. 13, 105 (1963). 
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Beim ersten Weg wird die gemessene, von apparativen Einfliissen 
befreite (entschmierte) 2 und auf die Konzentration Null extrapolierte 1 
Streuknrve mit den von 5/fodellobjekten berechneten Streukurven ver- 
glichen. Durch eine Variation der geometrischen Parameter der Modell- 
objekte gelingt es unter Umst/~nden, eine berechnete Streukurve mit der 
gemessenen innerhalb der ~Ieltgenauigkeit in ~'bereinstimmung zu 
bringen. Das nach diesem , , t r i a l - a n d - e r r o r " - V e r f a h r e n  gefundene streu- 
~quivalente System liefert dann ein Strukturmodell fiir die untersuchten 
Makromolekiile. ~ber  Einzelheiten dieser Methode hat Mit t e lbach  ~ 

zusammenfassend berichtet. 

Beim zweiten Weg werden aus der gemessenen Streukurve charak- 
teristische Konstanten der untersnch• 5[olekiile ermittelt, die modell- 
unabh/s Eigenschaften der Molekiile sind. Die am h/~ufigsten an- 
gegebenen charakteristischen Konstanten von Molekiilen sind ihr Volu- 
men v und ihr Streumassenradius Rs. Durch den Vergleich der gemessenen 
mit den berechneten Konstanten mSglicher Modellobjekte kann der 
unter Umst/~nden langwierige Vergleich mit berechneten Streukurven 
abgekiirzt werden, da die Kenntnis dieser Kennzahlen die ~[annigfaltig- 
keit der in Erw/~gung zu ziehenden Modellobjekte einschr/inkt. 

Bei praktischen Formbestimmungen werden meist beide Wege mit- 
einander kombinie1~ oder zur wechselseitigen Kontrolle benutzt. Die 
Formbestimmung beim zweiten ~Veg kann dabei analytisch yon der 
GrS$enbestimmung durch die Bildung yon dimensionslosen Quotienten 
der verschiedenen Kennzahlen getrennt werden. 

2. Die  M o m e n t e  de r  S e h n e n v e r t e i l u n g s d i c h t e  

Durch die Kenntnis einer vergr66erten Anzahl unabhgngiger charak- 
teristischer Konstanten wird die Anzahl der m6glicherweise streu~iquiva- 
lenten Modellobjekte vermindert. Die numerische Berechnung solcher 
Konstanten ist mathematisch weir weniger atr[wendig als die numerische 
Berechnung einer vollsts Streukurve. Eine logisch angeordnete 
Reihenfolge der charakteristischen Konstanten erh~ilt man, wenn man 
ihren Zusammenhang mit der Sehnenverteilungsdichte der untersuchten 
Molektile betrachtet  4. 

Die R K W S  einer verdiinnten monodispersen LSsung yon N im 
streuenden Volumen befindlichen Partikeln (Molekiilen) ist durch die 
Gleichung 

�9 2 0 .  Kra t ky ,  G. Porod und Z.  Skala ,  Acta Physica Austriaca 13, 76 (1960). 
a p .  J/Iittelbach, Acta Physica Austriaca 19, 53 (1964). 

G. Damaschun  und H . - V .  Pi~rschel, Acta biol. reed. germ. 21, 410 
(1968). 
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f .  

(h) ~ ie N v A p ~ j  d r  4 ~ 2 r 2 Cp (r) 
s in  hr 

i hr (1) 
0 

= I o S ~ (h) 

= I o  S v  a9 (h) 

gegeben, ie ist die am Empf/inger nachgewiesene gestreute Strahlungs- 
leistung eines Elektrons, A p die Elektronendichtedifferenz zwischen den 
Partikeln und dem LSsungsmittel, v das Partikelvolnmen, Cp die Kor- 
relationsfunktion einer Partikel, r eine Ortskoordinate, h ---- 4 :: )~-1 sin 0 
die Variable im Streudiagramm, I0 die Strahlungsleistung des Prim//r- 
strahls und S die yon Porod ~ eingefiihrte Streukraft  der Probe. 

Die Sehnenverteilungsdiehte A (l) erh/ilt man aus der Korrelations- 
funktion mittels der Beziehung 6 

t 
A (~) = - -  t d C (O)/dr/~=~ (2) 

= l l  dr~ Jr=l" (3) 

Das n-te Moment der Sehnenverteilungsdichte ist dureh die Gleichung 

= ~ d l  l~ A (1) (4) A n  

0 

definiert. Berechnet man die ersten seehs Momente der Sehnenverteilungs- 
dichte, so erhi/lt man die Beziehungen: 

A0 = 1, A1 = l ,  (5) (6) 

A 2 ---- i lc, Aa : 3r: -1 [ f c ,  (7) (8) 

A a = 3 ~ z - l - l v c ,  A s = 5 ~ - l l v c ( ~ ,  (9) (10) 

A 6 = 1 5 ~ - 1 ~ V c  R2~. 

ist die mittlere Durchschui~l~nge, lc die Charakteristikl~nge, vc das 
Charakteristikvolumen, fc die Charakteristikfl~che und Rs der Streu- 
massenradius der betrachteten Partikel. Verfahren zur Bestimmung 
dieser GrS]en aus der Streukurve sind yon Porod 5 angegeben worden. 
Die Konstante  g wurde bisher nieht bei der Formbest immung benutzt.  

5 G. Porod, Kolloid-Z. 124, 83 (195t). 
d. Mvring und D. Tchoubar-Vallat, C. ~. Acad. Sci. Paris 261, 3096 

(1965). 
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3. Der  m i t t l e r e  E l e k t r o n e n a b s t a n d  c7 

Aus Gleichung (10) folgt auf Grund einer allgemeinen Relation 
zwischen den Momenten der Sehnenverteilungsdiehte und denen der 
Korrelationsfunktion 4 die Beziehung 

Qo 
g* 

5 = 4~v~ 1 j d r r  a C(r) .  (12) 

0 

Die normierte Streukurve (I)(h) steht mit der Korrelationsfunktion 
C (r) nach Gleichung (1) in der Beziehung 

L 

4 = vcm ~ dr  r sin hr  O(h)  = C(r) ~r r , (13) 
0 

L ist der grSgte Durchmesser der untersuchten Par~ikeln. 

Jetzt  wird an Stelle der Korrelationsflmktion C (r) die von Porod 7 
eingcfiihrte Funktion ~ (a) betrachtet. ~ (a). d a ist die Wahrschein- 
lichkeit, im Molekiil zwei beliebige Elektronen im Abstandsintervall 
(a, a ~ d a) anzutreffen. Die Abstandsverteilungsdichte ,)(a) steht mit 
der normierten Streufunktion q) (h) in der Beziehung 7 

L 

f sin ha 09(h)--- da  ~ (a) ha ( l~t) 

0 

Aus einem Vergleieh tier Beziehungen (13) und (14) ~olgt 

( a )  = [4  7~ ?'2 V 1 C (~ ' )]r=a (15)  

und aus (15) und (12) 

L 

5 = f  d a a ~ ( a ) .  
0 

(t6) 

5 ist also das erste Moment der Abstandsverteilungsdichte ~ (a) der 
Etektronen, d. h., der mittlere Abstand zwischen zwei Elektronen im unter- 
suchten Molekiil oder Molekiilaggregat. 

4. B e s t i m m u n g  des m i t t l e r e n  E l e k t r o n e n a b s t a n d e s  5 

Aus der entsehmierten Streukurve kann der mittlere Elektronen- 
abstand mittels der GMehungen (13) und (12) bereehnet werden. Das 

7 G. Porod, Z. Naturforseh. 4a, 401 (1949). 
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gleiche kann mittels der Gleiehungen (14) und (16) geschehen; in beiden 
Fgllen miissen die Integraltransformationen, die durch die Inverstrans- 
formationen zu den Gleiehungen (13) und (14) erhalten werden, numerisch 
berechnet werden. Deshalb soll noch ein Ngherungsverfahren besehrieben 
werden. 

Die verschmierte Streukurve ~ (h), die mit einem ,,unendlich langen" 
Primgrstrahl registriert wurde, steht mit der Korrelationsfunktion C (r) 
in der Beziehnng 

(h) = | dr  4 x2 r C (r) Jo (hr) , (17) 

0 

J0 ist die Bessel-Funktion nullter Ordnung. Dutch eine Reihenentwick- 
lung der Funktion J0 (h r) erh/ilt man 

~2  h2k ~" 

k=0 -(~T) 2 J 
o 

= 2 ,":re (1 - - h  2 v ,  . . . .  ) .  

Diese Reihe stimmt in den ersten zwei Gliedern mit der Reihenentwick- 
lung der Funktion 

+-at (19) 
8 f d  

iiherein. 
Die Bestimmung yon Veaf~ 1 und dami~ die yon 5 erfolgt 4aher 

analog der Streumassenradiusbestimmung aus der entsehmierten Streu- 
kurve dureh eine Guiniersche Auftragung der spaltverschmierten Streu- 

kurve in einem (log ~, h2)-Diagramm und dutch die Bestimmung der 
Neigung des Innenteils der sieh hierbei ergebenden Geraden. 

5. T h e o r e t i s c h e  B e r e c h n u n g  des  m i t t l e r e n  E l e k t r o n e n -  
a b s t a n d e s  5 f i i r  v e r s c h i e d e n e  M o d e l l o b j e k t e  

Fiir homogene Kugeln vom l~adius R kann der mittlere Elektronen- 
abstand 5 nach Gleichung (12) aus der yon Guinier s angegebenen Kor- 
relationsfunktion 

s A .  Guinier  und  G. Fournet ,  Small-Angle Scat ter ing of X-Rays ,  J o h n  
Wiley  a. Sons, Chapman  a. Hall ,  New York-London  1955. 
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/1 
c ( r ) =  - -  4 ~  + ]6  

0 

fiir r < 2 R 

fiir r >  2R 

berechnet werden. Man findet 

(20) 

36 
a = 3 5  R.  (21) 

Da jedes Rotationsellipsoid (Halbachsen: b, b, a = b v), dessen Achse 

mit dem reziproken Gittervektor h den Winkel 5 einschliel~t, nach 
Guinier 9 gleichwertig einer Kugel vom effektiven Radius 

R = b (v 2 cos 2 ~ -~- sin 2 ~)I/2 (22) 

streut, kann man das Ergebnis (21) auch fiir Rotationsellipsoide erweitern; 
indem man fiber alle gleichwahrscheinlichen Orientierungen der Ellipsoide 
mittelt. 

2 

36 b gd 5 = 3 5  J ~ (v2 e~ ~ + sin2 9)1/2 s in~.  (24) 

0 

Durch Ausftihrung der Integrution erh/ilt man fiir prolate Is 
ellipsoide mit der Rotationshalbaehse a = v b d~s Ergebnis 

36 b (v yv - t 
5 = 70 ]/v-~-~l ] fiir v > 1. (25) 

Fiir oblate Rotationsellipsoide erhiilt man 

( arc sin ~ / i ~ v ! /  fiir v < 1. (26) 36 
= $ 6  b v §  V l - -v  ~ / 

Im Grenzfall sehr gestreckter Rotationsellipsoide (v >~ 1) gilt die N~he- 
rungsformel 

3 6 (  l n2v )  18 
a = ~ a  1 §  , > ~-~ 35 a .  (27) 

Ffir stark abgeplattete Rotationsellipsoide (v ~ 1) gilt n~herungsweise 

9 ~  9 ~  
5 ~ - ~ b ( v  2 §  - - ~  - - b  (28) 

�9 , > o  3 5  ' 

A.  Guinier, Ann. Phys. 12, 161 (1939). 
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Ffir Hohlkugeln mit dem Aul]enradius R und dem Innenradius k R 
kann man den mittleren Elektronenabstand aus der geometriseh bestimm- 
baren Korrelationsfunktion naeh Gleiehung (12) berechnen. Man erh/ilt 
das Ergebnis 

36 (72 - - 1 0 5  k3 - -  42 k5 4- 75 k ' )  
5 = ~ R 72 (1 - - k a )  2 ' (29) 

Fiir den Grenzfall einer dfinnen Kugelschale ( k - ,  1) erh/ilt man 

4 
5 = ~ R .  (30) 

Zum Schlul~ teilen wir - -  lediglich als Ergebnis 1~ - -  einen Ausdruck 

fiir den mittleren Elektronenabstand az eines aus n Kugeln mit  beliebigem 
Radius R~ zusammengesetzten Agglomerats mit:  

, ~ [ R 2 R 2 
i=l  z2 t~t 4- l = i < j  Z~-- a~j 4- 5 ~ i  /"  (31) 

a~ ist der mittlere Elektronenabstand der i-ten Kugel, R~ bzw. Rj ist der 
Radius de r / - t en  bzw. j - ten Kugel, z~ bzw. zj ist die Zahl der (JberschuB- 
elektronen der /-ten bzw. j d e n  Kugel gegeniiber dem L6sungsmittel, 
zz = ~, zi ist die Gesamtzahl der (~berschugelektronen des Agglomerats 
gegenfiber dem LSsungsmittel und aij ist tier Abstand zwischen den 
Ladungsschwerpunkten der /-ten und der j - ten Kugell Derartige Kugel- 
agglomerate k6nnen als Modelle fiir die Struktur yon Proteinen mit  
einer Quart/irstruktur herangezogen werden TM 1~ 

Der eine yon uns (G. D.) mSchte Herrn Prof. Dr. O. K r a t k y  und 
Herrn Prof. Dr. G. Porod ffir anregende Diskussionen fiber die AusweI~ung 
yon R K W . D i a g r a m m e n  w/ihrend eines Studienaufenthaltes am Inst i tut  
fiir physikalische Chemie der Universit/it Graz danken. 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Aus R6ntgen-Kleinwinkeldiagrammen yon gel6sten lVIakromolekiilen 
k6nnen Kennzahlen fiir die GrSl3e und Gestalt der Molekiile bereehnet 
werden. Diese Kennzahlen k6nnen dutch die Momente der Selmen- 
verteilungsdiehte der Molekfile dargestellt werden. 

lo G. Damaschun und H . - V .  Pi~rschel, in Vorbereitung. 
11 G. Damaschun,  J .  J .  2Vii~ller und H. -V .  Pi~rschel, Acta biol. reed. germ. 

20, 379 (1968). 
12 G. Damaschun und H. -V .  Pi~rschel, Acta biol. reed. germ. 21, 865 

(1968). 
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Ordnet man diese charakteristischen Kennzahlen der Molekiile in 
einer l~eihenfolge nach der Ordnung der Momente der Sehnenverteilungs- 
diehte an, dutch welehe sie best immt sind, erh/ilt man folgende An- 
ordnung der eharakteristisehen Kennzahlen: 

1. mitt.lere Durehsehul31/~nge / 

2. eharakteristisehe Lgnge l,: 

3. eharakteristisehe Fl/iehe fc 

4. Volumen vc 

5. mittlerer Elektronenabstand d 

6. Streumassenradius Rs. 

Der mittlere Elektronenabstand ~ i s t  der 5fittelwert aller Abst/inde 
zwisehen zwei beliebigen Elektronen des Molekiils. Der mittlere Elek- 
tronena, bstand g kann sowohl aus der Abstandsverteilungsdichte der 
Elektronen als aueh ans der Korrelationsfunktion des Molekiils bereehnet 
werden. 

Aus spaltversehmierten Streukurven kann c~ mittels einer Guinier- 
Auftragung best immt werden; es Mrd gezeigt, dal] der Anstieg der 
Guinier-Geraden einer spaltversehmierten Streukurve dureh die Gr66e 

vcfg i best immt ist. 
Fiir Kugeln und Hohlkugeln, fiir prolate und fiir oblate l~otations- 

ellipsoide und fiir Agglomerate aus Kugeln mit  beliebigem Durchmesser 
werden Formeln angegeben, mit  deren Hilfe der mittlere Elektronen- 
abstand ~ aus geometrisehen Parametern  bereehnet werden kann. 


